











Generalization of Liouville’s Theorem
神 永 正 博*
Masahiro KAMINAGA
Abstract: This note presents a generalization of the Liouville’s theorem in complex analysis.
The Liouville’s theorem states that every bounded entire function must be constant. It is well
known that the real and imaginary part of any holomorphic function satisfy the Laplace equation.
Using Schwartz distributions, we show that every bounded solution u of a partial diﬀerential
equation P (D)u = 0 must be constant, if its symbol P (ξ) has an unique real root at the origin.






解することができる. また, 本解説は, 超関数とそ
のフーリエ変換への短い導入としても読むことが
できる. 勉学, 教育, 研究, 雑用の気晴らしに読ん
でいただければ幸いである.
最初にリウヴィルの定理を簡単に復習しよう.










を思い出そう. ここで, C は, zを内部に含む単純
閉曲線である. n = 1とし, C = Cr を zを中心と



























rはいくらでも大きく取れるので, f ′(z) = 0とな
る. つまり, f(z)は定数である. 
証明を見れば, f(z)が多項式増大度を持つ（あ
る正の定数M と 0以上の整数の定数N があって,
|f(z)| ≤ M |z|N が成り立つ）ならば, f (n)(z) =









証明. 考えている多項式を f(z)とする. f(z)が,
全複素平面上で 0にならなければ, g(z) = 1/f(z)
は全複素平面上で正則かつ有界である. リウヴィ
ルの定理より, g(z)は定数でなければならず, 結


















z = x + iy とおいたとき, 正則関数 f(z)の実
































































である. ここで, Rd は, d 次元のユークリ
ッド空間である. 集合としては, d 個の実数
の組 (x1, x2, · · · , xd) 全体である. また, x =































1−x2 |x| < 1
0 |x| ≥ 1




るということである. Dの場合は, {ϕn}∞n=1 ⊂ D









{ϕn}∞n=1 ⊂ Dが, ϕ ∈ D に収束するならば,
〈T, ϕn〉 → 〈T, ϕ〉 (n →∞)
となるとき, 汎関数 T は連続であるという. 超関
数 T の微分 ∂αT は, 部分積分を模して次のように
定義される.
〈∂αT, ϕn〉 = (−1)|α|〈T, ∂αϕ〉
ここで, α = (α1, α2, · · · , αd) はマルチインデッ
クスと呼ばれ, |α| = α1 + α2 + · · · + αd, ∂α =
∂α1x1 ∂
α2
x2 · · · ∂αdxd である. 便利な記号で, 解析学で多
用される. 試験関数は無限回微分可能であるから,
定義により, 超関数 T はいつでも無限回微分可能
である. 例えば,工学にしばしば登場するヘビサイ
ド関数 Y (x) = 1(x ≥ 0),= 0(x < 0)は, 原点で連
続ではないので当然微分不可能な関数だが, 超関








超関数 T の台 supp T を定義しよう. 超関数 T
が, 開集合 U 上で 0であるとは, 台が U に含まれ
る任意の試験関数 ϕ ∈ Dに対し, 〈T, ϕ〉 = 0とな
ることと定義する. 超関数 T が 0となるような集
合の補集合として T の台 supp T を定義する（厳
密には 1の分解を使う必要があるが省略する）. 例
えば, デルタ関数については, supp δ = {0}とな
る. 超関数はいくらでも微分できるので, デルタ
関数もいくらでも微分できるが, supp ∂αδ = {0}
となることも容易にわかる. 実は, 台が {0}とな
る超関数の形は完全に分かる. 証明は難しくはな
いが若干の準備がいるので省略する.












あまり得策ではない. そこで, Dの代わりに, 一般
に全体に広がってはいるが, 減少オーダーが非常
に高い関数として急減少関数の空間（シュワルツ
空間）Sを考える. ϕ ∈ Sであるとは, 任意の整数
N ≥ 0に対し,












算個のセミノルム pN (ϕ)(N = 0, 1, 2, · · · )で定め
る. つまり, ϕnがϕにSで収束することを全ての 0
以上の整数Nについて, pN (ϕk−ϕ) → 0(k →∞)
と定める. S上の連続な線形汎関数全体を S′と書
き, この元を緩増加超関数という. 通常の関数の









すなわち, 任意の ϕ ∈ Sに対し,
〈Tˆ , ϕ〉 = 〈T, ϕˆ〉
となるような緩増加超関数 Tˆ を T のフーリエ変換
とすればよい. デルタ関数ばかりで恐縮だが, デ
ルタ関数のフーリエ変換を求めておこう.




であるから, δˆ = 1 である. デルタ関数の微分
のフーリエ変換も容易に計算することができる.
実際,
〈∂̂αδ, ϕ〉 = (−1)|α|〈δ, ∂̂αϕ〉
= 〈δ, i|α|ξαϕˆ〉
= (iξ)αϕˆ(0)









のとき, 微分方程式P (D)u = 0の全空間で定義さ
れた解で多項式増大度を持つものは多項式に限る.
特に, 有界であれば, それは定数である.
ここで, P (ξ) は, ξ1, ξ2, · · · , ξd の多項式で,
微分作用素（演算子）P (D) は, P (ξ) における
ξ1, ξ2, · · · , ξd をそれぞれ, Dx1 = −i∂x1 , Dx2 =
−i∂x2 , · · · , Dxd = −i∂xd に置き換えたものであ
る. ∂̂αδ = (iξ)αより, ̂(−i∂)αδ = ξαとなるので,
微分作用素P (D)はフーリエ変換で多項式P (ξ)を





















P (D)u = 0の両辺を超関数の意味でフーリエ変
換すれば, P (ξ)uˆ(ξ) = 0 となる. uˆもまた S′ の
元となる. P (ξ) = 0となるような ξ に対しては,
uˆ(ξ) = 0である. P (ξ)の実零点は原点だけであ
るから supp uˆ = {0}とならねばならない. よっ





















かし, 定理 5の証明を見れば分かるように, 最初か
ら uをデルタ関数の微分の一次結合とすることは
できない. 一般的に超関数（緩増加超関数）を用
意しておかなければならないのである.
なお, 超関数の理論は, 物理学者ディラックや工
学者ヘビサイドが, 便利な数学的約束として使っ
ていた「関数もどき」を数学的に厳密に基礎づけ
るものであり, 理論を構築したフランスの数学者
ローラン・シュワルツは, この業績により 1950年
のフィールズ賞を授賞している.
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